


Teorema (Esistenza ed unicità locali)1

Si consideri una funzione f(x, t) continua a tratti in t e soddisfacente alla condizione di
Lipschitz (locale)

‖f(x2, t)− f(x1, t)‖ ≤ L‖x2 − x1‖ (1)

∀ x1, x2 ∈ B = {x ∈ R n | ‖x− x0‖ ≤ r}, ∀ t ∈ [t0, t1].

Allora esiste un δ > 0 tale che l’equazione di stato

ẋ = f(x, t), con x(t0) = x0 (2)

ha una soluzione unica nell’intervallo [t0, t0 + δ].

Tale soluzione è spesso chiamata traiettoria ed indicata con il simbolo

Φ(t, x0, t0) (3)

Ovviamente in [t0, t0 + δ] la traiettoria Φ soddisfa ai vincoli seguenti:

Φ(t0, x0, t0) = x0 (4)

d

dt
Φ(t, x0, t0) = f(Φ(t, x0, t0), t) (5)

Proprietà
Valgono le proprietà seguenti (Hasler, Neirynck, p.82):

1. Una funzione che è localmente di Lipschitz in un punto, è continua in quel punto

2. Una funzione che ha derivate parziali continue in un punto, è localmente di Lipschitz
in quel punto

Note
Il teorema esprime una condizione sufficiente ed è un teorema locale, poiché garantisce
esistenza ed unicità solo su un intervallo finito [t0, t0 + δ], potendo δ essere anche molto
piccolo. In altre parole, il teorema non afferma che la soluzione esiste per ogni istante di
tempo, ma si limita a garantirne l’esistenza e l’unicità in un intorno di t0.

In generale si può provare che c’è un massimo intervallo [t0, T ] su cui esiste l’unica soluzione
passante per (t0, x0).

Aggiungendo ulteriori condizioni a quelle del precedente teorema (che sostanzialmente si
traducono nel chiedere che f(x, t) sia globalmente Lipschitz, cioè in tutto R n) si può di-
mostrare l’esistenza e unicità della soluzione in un intervallo [t0, t1], con t1 arbitrariamente
grande.

Tuttavia la condizione di essere globalmente Lipschitz è restrittiva ed infatti esistono molti
modelli di sistemi fisici reali che non la soddisfano, pur fornendo un’unica soluzione glob-
ale.

Per questo motivo ci si limita a considerare solamente il teorema enunciato in precedenza,
che è sufficiente per la maggior parte delle applicazioni.

1Khalil, Theorem 2.2, p.74
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